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微分 方程 和 差分 方程 的 多 解 存在 性 


吴 树 宏 
(武汉 理工 大 学 理学 院 数学 系 ， 武 汉 430070) 


摘 ”要 : 本 文 首先 讨论 了 差 映射 的 一 个 映射 性 质 ， 某 元 有 无 映射 原 象 等 价 于 映射 象 集 是 否 包含 此 元 ， 等 价 
于 以 此 元 为 象 的 映射 方程 的 解 是 否 存在 。 若 有 两 个 映射 ， 其 中 一 个 映射 的 象 集 较 大 ， 另 一 个 映射 
的 象 集 较 小 ， 则 在 一 定 条 件 下 ， 可 以 确定 此 二 映射 的 差 映 射 象 集 包含 一 集合 ， 此 集合 的 差 映 射 原 
象 非 空 ， 以 此 集合 中 的 元 为 映射 象 的 差 映 射 方程 的 解 存在 。 其 次 ， 我 们 运用 此 结论 讨论 了 几 个 微 
分 方程 、 差 分 方程 多 解 的 存在 性 。 
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1 几 个 引 理 


要 想 确定 微分 方程 组 解 的 存在 性 是 不 容易 的 ， 而 要 想 确定 微分 方程 组 多 解 的 存在 性 就 更 难 
了 ， 这 方面 已 有 的 结果 也 就 相对 地 少 一 些 。 本 文 研究 了 一 类 微分 积分 方程 组 解 的 存在 性 ， 并 运 
用 它 讨论 了 几 个 微分 方程 、 差 分 方程 多 解 的 存在 性 。 

定义 1.1 设 X,Y 是 拓扑 空间 ，C(X,Y) 是 基 到 Y 的 所 有 连续 映射 的 集合 ，f,g € C(X,Y)， 
I = [0,1]。 如 果 有 连续 映射 万 : XX x I 一 YY， 使 得 对 任意 的 xz e X, H(zx,0) = f(x), H(zx,1) = 
g(z)， 则 称 f 与 g 同 伦 ， 记 作 f ~ 9 : X 了 ， 或 简 记 为 六 ~ g。 对 任意 的 we X, f(x) = 
w g(z) = zx， 车 f ~ 9g9， 则 称 X 为 可 缩 拓扑 空间 。 设 4 C X， 若 将 4 视 为 拓扑 空间 时 ，4 为 
可 缩 拓扑 空间 ， 则 称 4 为 可 缩 集 。 设 hh 为 从 XX 到 Y 中 的 映射 ， 车 hh 将 关中 的 任 一 道路 连通 集 
映 为 Y 中 的 道路 连通 集 ， 称 为 X 到 Y 的 道路 连通 映射 。 车 U,V 为 二 集合 ， 记 


UV={u—-v|ueU,veV}, U+V={ut+v|lveU,vevVv}. 
设 neEN。 车 a = (ai,Q2,… ,Qn) EN", 记 


n lal 
lal= > ou， De = Bp 
一 1 

引 理 1.2 设 X,Y 是 拓扑 空间 ，f 为 从 久 到 Y 中 的 映射 ，f(X)UZ CY f(X)UZ #4 
Y 且 Y/f(X) 为 连通 集 ，62 为 Z 相对 于 Y 的 边界 ，692Z C f(X), 则 ZC f(X)。 

证 明 车 intZ 关 b z € intZ, z ¢ f(X)， 则 z € Y/f(X)。 设 uw € Y/(f(X) LU 2)。 
因 Y/62 为 不 连通 集 ，z 与 分 别 属于 Y/82 的 两 个 不 同 的 连通 分 支 内 ， 从 而 z 与 分 别 属 
于 Y/f(X) 的 两 个 不 同 的 连通 分 支 内 。 此 与 Y/f(X) 为 连通 集 矛 慎 ， 故 intZ C f(X)。 再 
由 62Z CcC f(X) 知 2Z =intZ U062 C f(X)。 
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引 理 1.3 设 和 为 可 缩 拓扑 空间 , 了 为 拓扑 空间 ， 了 G Y, 5S, 了 为 XX 到 Y 的 映射 ，5 一 
为 XX 到 Y 的 道路 连通 映射 ， TXU {0} C YY， 对 满足 gZ C SX -TY ESGE 基 的 任意 可 缩 
集 品 ，Y/U 为 非 空 连通 集 ,， 则 SX/(8SX 一 V) E (5S 一 T)X。 

证 明 因 因 为 可 缩 拓扑 空间 ，5 一 了 为 XX 到 YY 的 道路 连通 映射 故 (S - 下 和 为 了 中 的 可 
缩 集 。 因 TX CV, 故 (S 一 T)X C SX -V， 此 时 Y/(S 一 TT)XX 必 为 Y 中 的 非 空 连通 集 。 注 
意 0 eV， 必 有 可 缩 集 Q， 满 足 


ONC(S_TX, SX/(OSX-V)ECNACHCSX-V. 
此 时 ,，(S 一 Tj)XURTCSX-VCY, (9 一 T)XU5Y。 由 引 理 1.2 知 
SX/(O5X Vcc(S- TX. 


引 理 1.4 设 X 为 可 缩 拓扑 空间 ，Y 为 拓扑 空间 ，U, V, W CY 5, 了 为 XX 到 Y 的 映射 ，5 一 
代为 苹 到 Y 的 道路 连通 映射 ，SX 2 U, TXU{0} CV, UNn90SX=0 V+W CU， 若 对 汪 
足 PCS5SX 一 V CY 的 任意 可 缩 集 P，Y/P 为 非 空 连通 集 ， 则 W SG (S 一 T)X。 

证 明 因 0EVViWCU, 故 W CUCSX, 设 i E90SX-V, 则 (V+{zDN9sx #0 
若 x EeE W， 则 V+ {zr} CV+WCU。 从 而 86 关 (V+{z})) 路 96SX CU 站 60SX =0， 矛盾 ， 
故 z YW， 即 W C SX/(9SX 一 V)。 再 贝 引 理 1.3 知 


WSX/GSX-V) Cc (STX. 


引 理 1.5 若 9i 为 拓扑 空间 ，9s2 为 凸 拓扑 空间 ， 五 为 01 到 9 的 所 有 ( 正 , 非 负 ) 道 路 连通 
映射 所 成 之 集 ， 则 羽 为 可 缩 集 。 

证 明 设 g e F， 对 任意 f € 已 te [0,1], 令 G1(f) =9 G2(f) = f; H(f,t) = tf + 
(1 一 tjg。 因 82 为 凸 拓扑 空间 ， 五 为 Fx [0,1] 到 五 上 的 连续 映射 ，H(f,0) = 9 H(f,1) = 了 ， 
故 G1 ~ G2， 即 下 为 可 缩 集 。 

定理 1.6 设 Q 为 R* 中 的 可 缩 集 ，Q2 为 Ri 中 的 凸 集 ，Q3, 4 分 别 为 Rm"，R* 中 的 集 
合 ， 0 为 Qi 中 的 可 测 集 ， 由 Qi 到 Q2, 94 的 ( 正 、 非 负 ) 连续 (可 测 ) 映射 组 成 的 集合 分 别 记 
为 Cl G2; a € Ga, 4, BC G2, Fi(x,y,zolla| < n)), Fo(z,y, Za(|la| < n)) 为 

oxax [I 
lal<n 
到 Qs 中 的 关于 y 可 测 ， 关 于 x, za(|a| < n) 连续 的 映射 ，Hi(z,ya (lal < n),z)、Ha(z,yallal < 
n),Z) 为 
Q1 x II Qf2 x Ns 


lal<n 


到 94 中 的 映射 ，Hi(z,ya(|a| < 7),z) 一 Hz(z,ya(|lal < n),z) 为 


Qi x I © x 9s 


lal<n 


到 Q4 中 的 连续 映射 ， 对 任意 的 z € (01 ， PE Gi 


S(z,p)= Hi 世 Deo(z)(lal < n), /me 站 Deeo 人 (al < n))dt]， 


T(z,9) = Ha[z, D*p(z)(lal < n), A Fl t, Depl)(lal < nm))dt]. 
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车 
TQ XGU{O SEB, SQ xG12DAD{a+B, ANosSlQ xGi]=0, 
对 满足 PC 5S(Q1 x G1) - BC Gs 的 任意 可 缩 集 P, G2/P 为 非 空 连通 集 。 则 微分 积分 方程 组 


ls Dev(o)lal < 7), { Rte t prpl al <) 


= alt) + Ha[z, Dr*p(z)(lal < n), 上 已 (cb DeeG(lal < n))dd] 


有 ( 正 、 非 负 ) 连续 (可 测 ) 解 p e G1。 
证 明 由 Qi 为 可 缩 集 ，Q2z 为 凸 集 及 引 理 1.5 知 Ql x Gi 为 可 缩 集 。 在 引 理 1.4 中 令 V = 
B, W = {a}, U = A。 由 引 理 1.4 立 得 a € (5 一 了 T)(Q1 x G1)。 故 


Hi[s, pple)lal <1), [Riles DepG(al<m)di 


= al) + Ha[z, D*p(z)(lal < n), A Falz, t, Deep((lal < 站)d] 


有 ( 正 、 非 负 ) 连续 (可 测 ) 解 p € G1。 


2 一 类 非 线 性 椭圆 方程 在 环 域 上 的 正 对 径 解 的 多 解 性 


考虑 非 线性 椭圆 边 值 问 题 
Au(X)+ IIXKwCX))=0，Ra < |X|< Ry, 
oxu(X)+ 所 Eu(X)=0,， = 已， (1) 


qu( 久 ) 十 下 六 uu(X)=0， |X|= 


的 正 对 径 解 的 多 解 存在 性 ， 此 处 了 : [Ri, R2] x [0, 十 co) 一 [0, 十 oo) 连续， 并 设 Rl > 0, XE 
R?, p>2; oa Pi, Yi 61>0; pi1=am tbt+da > 0, 

R2es, s € [ln Ri — Iin R,,0), p=2, 
0 | Ral1l—(p—2)Rg srs, selsls(R2?— RI?),0, p>2, 
h(t) = X77 AL —t)), te {0,1) 


g(t, 0D) = FGA -A)),D), (tl) € lo,1 x [0+oco)， 


ln Ri — ln R», p=2, 
sR2? 也 Ri ?), p> 2， 


61 ea 
az 一 al， bz = RT 7Y2 = Yi 02 = Ye pa = Q272 十 7202 十 62a2 > 0， 
1 | (6 +oaz)( yo +62— yt) 0O<r<t<l, 
G(z,t) 二 
p2 | (Bs + oat)(y +62— Yr) 0O<t<rzl, 
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由 四 知 芯 为 方程 (1) 的 正 对 径 解 当 且 仅 当 j(X(1 一 芒 (ts [0, 直 ) 为 积分 方程 
守 站 G(x,t)h(t)g(t, w(t))dt 


的 正解 。 
定理 2.1 设 ! > b> 0, 巨 为 /0,4 中 的 非 零 可 测 集 ， 
$(b,1) = re[R: Re sE[b,l] flr,s )， wp(b, 1) = 了 f(AL t)), s), 
一 
4= | [mm wg, G(z,t) )ntat] | = B= [ms, G(z,t)h bdt| 


若 $(b,1) < 14, VD) > bB， 则 方程 (1) 存在 一 个 正 对 径 解 w* 满足 


< max ww(X)<L. 
R1<|X|<R2 


证 明 ”在 定理 1.6 中 ， 令 
0Q = Q1 = (0,1), 92 = lb,d, Qs3 = = RB, F(z, t, u) = 0， 


b+l b+! 
Fo(z,t,u) = G(z,t)h(t)g(t,u), Hi(z,u,2)=u— 了 H2(z,u,2) 一 2 一 Te 


G1 = C([0,1], [6,0]), G2 = C(0,1]), 4=B=C(0,1,(- ,二 让， a=0. 


易于 验证 ， 当 te [0,1 时，R < j( 和 (1 一 丰 ) < R。。 对 任意 的 w € Gi， 


/ RE / Ge h(tg(b,D) < 
0 0 


"Gtr Ditjott wo)at > / G(z,t)h(t)dtw(b,D) > b, 
0 五 


故 
下 Ge DAbgtt wb)dt- 二 "| < 二 
对 w ECG。， 设 


lwll = aay wl, 
在 此 范 数 赋予 的 拓扑 意义 下 ， 按 定理 1.6 的 符号 ， 有 
T(Q1 x G1)U{0} CB, S(Q1 xG1)2A4A=B+f{a}, ANMOS(Q1 x Gi1)=0¢. 


显然 ， 对 满足 PC 5S(Q1 x G1) - B C Gs 的 任意 可 缩 集 P G2/P 为 非 空 连通 集 。 由 定理 1.6 知 
积分 方程 
ulz) - “二 = =- G(z, h(t)g(t, w(t))at — 
有 解 w* 满足 5 < w*(t) < 1 (0 < t< 1)， 故 方程 (1) 亦 有 解 w* 满足 
b<w(X)<!, Ri<IX|<R. 


注 定理 2.1 与 上 中 的 结论 互 不 包含 ， 按 此 法 对 文 [2-4 中 的 方程 亦 有 相应 的 结论 。 如 
果 1, 56, 瑟 适 当 取 ， 可 以 有 多 解 的 结论 


二 
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3 ”一 类 离散 x 点 边 值 问 题 的 多 重 正解 


i 记 T e{1,2,..}, N= {0,1,2,.…,T}, Ni = {1,2,.… ,T}, N+ = {0,1,2,.… ,T+2}。 考 
虑 离散 多 点 边 值 问题 


| A2u(k) + a(k)f(u(k)) =0, keN, 


Aol = HAD DE dl 
t=1 4 一 1 


(2) 


其 中 0<1 <1 < .< <T， 了 而且 
7 一 2 m—2 
(Hi) ai, bi € [0, +oo)， 0< >, ai <1, > bi <1; 
ss t=1 
(H2) f EC(R+,R+); 


(H3) aeE C(N+,R+) 且 a(k) 关 0, hE N+。 其 中 C(N+,R+) 为 函数 w: N+ -RR 构成 的 
空间 ， 范 数 为 


lwll = ma hw&) 
取 X 基 =C(N+,R)， 显 然 外 是 Banach 空间 。 定 义 


P= 人 EX:u(k)>0, 下 壕 u(k) > rull}, 


其 中 ee ee 
Bs) a(T+2-)| [r+2- > oil， 
i=1 i=1 
则 已 是 筷 中 的 一 锥 。 令 
m—2 _1m-2 li-l 
A=(1- DB) Dd)f(u0)), 
1 一 1 ?一 1 了 =0 
7 一 2 2 T 
B=(1- Dm) [DT+1i)o0) fu) 
i=1 j=0 
m-2 li-2 m-—2 
-TaD ) + (T+1- Yall —))A), 
i=l j=0 i=1 


则 


k 
u(0)=A+B, wu(l)=B, vk+2)=—D k+l- ja fu())) — (k+l1)A+B. 


j=0 
作 算 子 盏 :X 一 ，X 为 
A+B, k=0, 
Bu(k) = 4 了 二 (3) 


- 吕 &- 1— afu)) 一 (一 1D4+ 巨 k=2,..…,T+2. 
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由 | 四 ， 差 分 方程 (2) 存在 正解 当 且 仅 当 甸 在 PP 中 存在 不 动 点 且 有 
这 Bu(k) = BuT +2) > TEu(0) = THEull. 


由 上 式 知 ， 著 忌 为 更 的 不 动 点 ， 必 有 eE P。 这 样 一 来 ， 下 面 就 不 必 考 虑 PP 了。 设 当 7 > 
0 时 HH( 站 = 1， 当 7 <0 时 HH(j) =0, GeCLN+ xN,R+], 当 k=0,0<j<T 时 ， 


m—2 


cE 2 bia()) H(i — 1—7) 
m—2 1 m—2 
1a) [Pt -Tat 1 jel) Hn 2- 

i=1 j=0 i=1 

m—2 _1 m—2 m—2 

+(1 D> b;) 二 1 一 ys ai(li 一 0] >， bialj)H(li — 1—)); 
i=1 i=1 i=1 
当 k = 二 1,0<;<T 时 ， 
m—2 _ir.7 m—2 
G&D) = (1 De) [D+ Dill 1-j)al) Hn 2) 

i=1 j=0 i=1 


m—2 


+(1-— 人 
一直 


i=1 i=1 


当 k =2,… ,T+ 十 2, 0<7<T 时 ， 


m—2 m—2 
G(sj) = —(k—1- HaDHE- 2D -kD Dh) > 0H -1-7) 
j= = 
m—2 _1v 工 m—2 
+(1- Do) (DE) -ol-1-7a0)E0 2- 让 
2 7=0 =1 
m—2 _1 m—2 
+(1- D5) 国人 站 
we 工 Ei i=1 


T 
Bu(k) = > Gk,j)F (uO)). 
了 =0 
定理 3.1 设 (万 1) 学 (五 3) 成 立 且 存在 ai+i > 人 0 (i € N), 对 am < wi < 
bi 有 TL-lava; < f (ui) < Qibi, 其 中 


“(0) Thr (To) [Pet 
i=1 j=0 
m—2 mm 一 2 Ia 一 2 li~—l 


+(1- 六 po) [r+ DA 5 a0)|} ， 


i=1 t=1 $=1 7=0 
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m—2 _1 m—2 m—2 m~2 


m= (7+2- 六 ai) (1- Da)(- na)[ Ds Se | 


i=1 $=1 i=1 i=1 
则 方程 (2) 存在 无 穷 个 正解 好 满足 ui < wt* < bi。 
证 明 在 定理 1.6 中 ， 令 0 = N， 关 于 只 的 积分 测度 为 并 54, 54 为 Dirac 函数 ， 
KE 
RQ = Nt+, 92 一 {Qi, bi], Qs 一 04 = 有， F(x,t,u) = 0, 


Qi + bs 


Fal(z,t,u) = G(T,t)f(u), Hi(z,u,2)=u— rs : 


H2(7,u,z) 一 2 一 


bi ~ ai bi— ai 
=C(Nt+, 0,), +), =B= 人 二 
(N+,02), G2=C(N+), A=B=C(Nt,( 3 )), a=0. 
ai=Taz'T a0 <TEu(0) < Bu(k) < Bu(0) < or lob = b, 
故 


Si < 


Bu(k) 一 3 


在 范 数 || .赋予 的 拓扑 意义 下 ， 按 定理 1.6 有 
T(Qi1 xGI)U{0 EB, S(Q xG)=A=B+{a}, ANMOS(Q x G1)=0. 


显然 ， 对 满足 PC 5S(Q1 x G1) ~ B C G2 的 任意 可 缩 集 P，G2/P 为 非 裤 连 通 集 。 由 定理 1.6 知 
差分 映射 


Bu(k) 一 = wu(k) 一 
有 不 动 点 巡 满 足 ai < u} < b;。 故 差分 方程 (2) 亦 有 解 巡 满足 ai < wt < b;。 


Ci bs ai bs 
2 2 


4 ”一 类 非 线 性 二 阶 微分 方程 无 穷 边 值 问题 的 多 重 正 无 界 解 
考虑 如 下 二 阶 微分 方程 的 无 穷 边 值 问题 


z(t) + f(t,7(t)) =0, te R+ = [0+oo)i 
zZ(0) = xo, ‘(+00) = yco 


(4) 


正解 的 存在 性 ， 其 中 fe CIR+ x Rt+,R+], zo > 0, yw > 0, zx'(00) = lim, z(t). 这 里 无 界 
解 的 含义 是 指 解 z(t} 在 {0, 十 o0) 上 存在 且 ,lim z(t) = 十 oo， 并 不 是 指 解 在 有 限时 刻 爆 破 ， 它 
刻画 了 解 (系统 的 轨 线 ) 按 确 定 的 渐进 速度 随时 间 t 的 无 限 增加 而 无 限 远 离 原点 ， 即 变化 率 呈 稳 
定 状 态 ， 这 种 解 无 论 是 在 理论 上 还 是 在 实际 应 用 中 都 有 重要 意义 。 
令 
性 jz 人 (| 
FC[RT+,R] = {zx ECIRT,R]: A 人 < +o0)， 


容易 看 出 ， 对 ze EC[R+,R]j， 若 赋 以 范 数 
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则 其 成 为 一 个 Banach 空间 。 下 面 在 RCI[R+, R] 中 研究 (4) 的 正解 的 存在 性 。 若 ze C2[R+,RI 
旦 满足 (49， 则 称 z 为 (4) 的 解 。 若 还 满足 当 t > 0 时 z(t) > 0， 则 称 z 为 (4) 的 正解 。 特 别 地 ， 
当 yw 关 0 时 ， 其 正解 一 定 为 正 无 界 解 。 为 方便 起 见 ， 先 给 出 下 列 条 件 : 
( 瑟 ) fe CIR+ x Rt,R+]， 存 在 常数 J/ > 入 >1, 2 > 1> 有 > 0 满足 对 任意 t,x E 
(0, 十 00) 有 
crf(t,7) < flt,cr) < ef (t, 7)) vee€ [0,l), 


cz)< flt,cr) < etf(t,x), Veel[l,+o0); 
(H2) fo™ (+t)F(t, 1)dt < +eoo。 
由 [6] 引 理 2.1 知 ， 若 (HI), (五 ?) 满足 ， 则 z se FC[R1+,R+]jNncC?[R+,R+] 为 (4) 的 正解 当 
且 仅 当 z e FC[R+,Rt+] 为 下 列 积分 方程 的 正解 ， 


十 oo 
z(t) = zo + tyoo + Gl(t, s)f(s,z(s))ds, teERt, 
0 


其 中 G(t,s) = min{t,s}。 定 义 


诗人 ， t € [0,1]), reRt+, 
P=: TEFCIRT,RT]:Zz(t) > 


,tell,+%), reRt. 


显然 尸 为 一 个 非 空 凸 闭 集 (1 e P)， 进 一 步 可 以 验证 PP 为 FC[R+,R| 中 的 一 个 锥 且 对 ze 已 有 


z@ 、| ee, telo,y), 
工科 人 一 lizlle te [1,+00) % 
1+t ， 
在 尸 中 定义 算 子 A : 
十 co 
(4z)(b) =: ro + tyoo 十 G(t,s)f(s,x(s))ds, rz EP, teRt. (6) 
0 


定理 4.1 设 ( 瑟 ), (H2) 成 立 且 当 t € R+ 时 ，f(t,1) 关 0， 则 当 zo，wee 充分 小 且 不 全 为 零 
时 ，(4) 至 少 存在 两 个 属于 了 的 无 界 正解 。 

证 明 因为 f(t,1) 关 0， 存 在 0<a<8< too 合 min f(t,1) > 0。 由 (5) 可知 存 在 eo > 
0， 对 ze 已 有 


z(t) 
———> 
ey Ti eollzlle >0, vzxzeEeP. (7) 


取 ci 为 常数 使 当 t 3 [a, B] 时 cieo > /2， tt 之 站 成立 ， 此 时 对 ze Pb, lzlle > 1,te 
[os 有 纶 愉 > 4z 成立， 利用 ( 研 ) 可知 


Fs) > ED), te les Bl, lele >1, 
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再 由 (6),(7) 可 知 ， 当 te [a,B], ze 已 zllz > 1 时 有 


(Az)(t} _ zo+ tyoo ™ Gl(t, s)f(s, zx(s)) 
Te a Ta 
> a/ = 4 | (1+s)*f(s,1)ds 


actci- 


> Re +o, Dds lel 


选取 
QEA CA 
Re:| [ts yk (1+ s)*f(s, ds] 
则 当 
人 >R 
te(0,+o0) I 


时 ， 必 2 多 > RR。 
取 常 数 cz 满足 0 < co < hi < 1, 二 >1， 由 条 件 (下 ) 知 当 ze 忆 lzlz<a<lte 
(0, +eo) 时 有 


50 THE) on + 1). 


f(t,z(0)) = f(b, 


1+t C2 
故 有 
十 go 
0) < max{zoyeo} + / f(s, x(s))ds 
十 oo 
a / (1+ 8)*f(s,1)ds. zllS 

0 

取 


十 oo > 
0<y<min{2, 忆 Cowl (1+s)*f(s,1)ds| 沁 } < 1. 
0 
当 zo， Yoo 充分 小 时 ， 即 当 


2 r(t 
0 < max{zo, yoo} <Y— Yc2 > | (1+s)*f(s,1)ds, 0< 2 <7Y, te (0,+to0) 
0 


时 有 和 3 < y。 
在 定理 1.6 中 ， 令 
Q =0i = (0,+00), 92 = [0, ~], Qs3=Q4= RB, Fil(z,t,u) = 0, 


Xo 十 X 十 之 
H(z,u,2) = Te 


Foy(x,t,u) = G(z,t)f(t,u), Hi(z,u,z) = 二 


eh 

和 2 

G1 = C((0, +00), [0,H), Ga = C((0,+oo))， A=B=C((0, +00), (-—Z 2)), a=0. 
对 任意 的 we G1， 对 w € G2， 在 范 数 .上 | 赋予 的 拓扑 意义 下 ， 按 定理 1.6 的 符号 ， 有 


T(Qi x G1)U{0}CB, S(O xGi)24=B+f{a), ANMNGOS(Qi x G1) 一 0. 
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显然 ， 对 满足 PC S(Q1 x G1) -了 BC G2 的 任意 可 缩 集 已 Ga/ 忆 为 非 空 连通 集 。 由 上 面 的 讨论 
及 定理 1.6 知 积分 方程 


z(t) YY_ zottyot+h” Glts)f(s,z(s)ds 了 ,Rt 
1+t 2 1+t 2 
有 解 邓 满足 0 < 于 多 < y， 故 方程 (4) 亦 有 解 闻 满足 0 < 至 外 < 7。 
在 定理 1.6 中 ， 令 


Q ==(0,+00), QW = [R,+oo，0s = = 了 BR， 


u 
hm (z, t, wu) 2 0， Fo(z, t, u) 一 CG(z， t) f(t, 2); Hi (Z, 也 | 三 IT 了 2R, 


To0 十 YooT 十 之 


H2(7,u,z) = 人 


一 28， G1=0C((0,+00),[R,+00)), 
Ga = OC((0,+00)), A=B=C((0,+00),(-R,+00)),，a=0. 
对 任意 的 we G1， 对 we G2?， 在 范 数 | .| 赋予 的 拓扑 意义 下 ， 按 定理 1.6 的 符号 ， 有 
T(Q1 x GI)U{0} CB, S(Q1xG1)2A=B+{a}, ANGOS(Q1 xGi) = 人 . 


显然 ， 对 满足 PC 5S(Q1 x G1) 一 BC G2 的 任意 可 缩 集 P，G2/PP 为 非 空 过 通 集 。 由 上 面 的 讨论 
及 定理 1.6 知 积分 方程 


z(t) ro+tyw + /0™ Gt,s)f(s,z(s))ds 
DO 0 
1+4t 1+4t 


有 解 丰 满足 至 外 > R， 故 方程 (4) 亦 有 解 丰 满足 至 名 > RR。 
综 上 所 述 ， 方 程 (4) 至 少 有 和 解 z1, 江 满 足 
Z3(t) Z(t) 


>R>Y>——->0, te'!l0, 
TI 二 7 了 It (ee) 


一 2R，teERr+ 


5 “小结 


上 面 我 们 利用 第 一 节 的 方法 讨论 了 偏 微分 方程 、 差 分 方程 的 多 重 解 及 二 阶 微分 方程 的 多 
重 无 界 解 的 问题 ， 其 方法 可 以 总 结 为 : 先 利用 Green 函数 给 出 解 的 积分 表达 式 ， 再 利用 定 
理 1.6 确定 解 的 存在 性 。 只 要 构造 出 合适 的 集合 ， 可 证 明 多 解 的 存在 性 。 若 Green 函数 为 正 ， 
容易 得 出 正解 的 存在 性 。 若 方程 本 身 奇异 ， 在 适当 条 件 下 ， 可 以 证 明 连 续 解 的 存在 性 ， 对 某 些 
情形 ， 甚 至 可 以 证 明 奇 异 解 的 存在 性 。 仿 照 上 面 方法 ， 对 [7-11] 也 可 得 到 相应 的 结论 。 
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The Existence of Multiple Solutions to Differential Equation and 
Difference Equation 


WU Shu-hong 


(Department of Mathematics, School of Science, Wuhan University of Technology, Wuhan 430070) 


Abstract: A mapping property of difference mapping is studied in this paper at first. The main idea 
is whether there exists original of an element under a mapping is equivalent to whether the mapping 
image set contains the element and is equivalent to whether there exist the solution for the mapping 
equation whose mapping image is the element. If there are two mappings, one’s image set is larger than 
the other’s image set. Under the proper condition we can ascertain that the image set of the difference 
mapping of these two mappings contains a set, original of the set under the difference mapping is not 
empty, there exist solutions for the difference mapping equation such that the element of the set is 
mapping image. Finally, we used the obtained results to discuss the existence of multiple solutions of 
differential equations and a difference equation. 
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